Die Struktur der absoluten Galoisgruppe p-adischer Zahlkörper [The structure of the absolute Galois group of p-adic number fields] by Jannsen, Uwe & Wingberg, Kay
Invent. math. 70, 71-98 (1982) I r l  ver l  t lo r l  es  
matbematicae 
9 Springer-Verlag 1982 
Die Struktur der absoluten Galoisgruppe 
p-adischer Zahlkfrper 
Uwe Jannsen und Kay Wingberg 
Fakult~it f ir Mathematik, Universit~t Regensburg, Universit~itsstr. 31, 8400 Regensburg, 
Bundesrepublik Deutschland 
Das Ziel dieser Arbeit ist die Beschreibung der absoluten Galoisgruppe G k 
eines p-adischen Zahlk6rpers k tiber II~p, p4=2, durch Erzeugende und Relatio- 
nen. 
Nach Hasse [-4] und lwasawa [-5] besitzt die Galoisgruppe ~=G(T/k)  der 
maximalen zahm-verzweigten Erweiterung T von k Erzeugende a und z mit 
der definierenden Relation aza -~ =rq, q die M~ichtigkeit des Restklassenk6r- 
pers yon k. Die Gruppe /~r der Einheitswurzeln yon p-Potenz-Ordnung in T 
hat eine endliche Ordnung p~, s> 1, und die Operation yon a und z auf #r 
wird durch zwei Zahlen g, hegp gegeben derart, dab 
~=~,  ~=~h 
f'tir ~e#r. Bezeichnet schlieglich n den Grad yon k fiber Qp, so l~igt sich unser 
Hauptergebnis wie folgt formulieren. 
Die Gruppe G k ist isomorph zu der pro-endlichen Gruppe mit n+ 3 Erzeugen- 
den ~, z,x o .... ,x ,  und den folgenden definierenden Bedingungen bzw. Relationen: 
A) Der yon x o .... ,x,  erzeugte Normalteiler ist eine pro-p-Gruppe. 
B) Die Elemente c~ und z erfiillen die ,,zahme" Relation 
O'~o'-- l =7~q. 
C) Dariiber hinaus geniigen die Erzeugenden ur noch einer weiteren Rela- 
tion: 
i) f/Jr gerades n 
x; =(Xo, ~)~ x~'[x~,x~] [x~,x~] ... [x,_ ~, x,], 
ii) ffir ungerades n
x~ = (Xo, T)~xf ~ Ix ~, y~ ] [x~, x3] [x~, x~]... [x,_~, x,]. 
Hierbei ist 
- -  hp  -1  hp-2  
(Xo,~)--(X 0 ~X 0 ~...X"o~) "-~ 
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gesetzt (n das Element aus ~ mit n~=7/p), und es ist (ira Fall ii)) Yl ein Element 
aus der yon xl, a und z erzeugten Untergruppe, dessen explizite Gestalt weiter 
unten angegeben wird. 
Setzt man in den Relationen z=l ,  so erh~ilt man die Galoisgruppe der 
maximalen Erweiterung ohne zahme Verzweigung von k, wie sie yon Koch in 
[12] beschrieben wurde. 
Erzeugende und Relationen f'tir G k wurden auch von Jakovlev in [6] 
angegeben, wobei aber mehrere Fehler eine umfassende Korrektur n6tig mach- 
ten. Diese wurde nur ftir gerades n in [7] skizziert und ergab eine sehr 
komplizierte Relation in Form eines rekursiv gebildeten Limes. Oberdies geht 
Jakovlev von drei Relationen ftir G k aus, w~ihrend in dieser Arbeit und in [-11] 
gezeigt wird, dab zwei geniigen. 
Der Beweis des Satzes wird in der folgenden Weise gef'tihrt. Es gibt eine im 
wesentlichen auf der lokalen Klassenk6rpertheorie beruhende, kohomologische 
Charakterisierung der absoluten Galoisgruppe p-adischer Zahlk/Srper, die auf 
Koch [14] zuriickgeht. Die Gruppe G k wird als sogenannte 
Demugkin(gruppen)formation fiberf# gekennzeichnet, wobei der in [14] formu- 
lierte und in [19] ausffihrlich bewiesene Eindeutigkeitssatz besagt, dab zwei 
Demugkinformationen isomorph sind, falls die ihnen zugeordneten umeri- 
schen Invarianten iibereinstimmen. Wit zeigen nun, dab die durch die obigen 
Erzeugenden und Relationen abstrakt definierte Gruppe eine Demugkinforma- 
tion ist und dutch die Wahl von n, s, g und h die gleichen Invarianten wie G k 
besitzt. 
Da es sich bei pro-endlichen Gruppen um topologische Gruppen handelt, 
sind im folgenden alle Begriffe wie Untergruppe, Homomorphismus, Erzeu- 
gung, definierende Relationen usw. stets im topologischen Sinne zu verstehen. 
w 1. Definition von Demu~kinformationen u d Hauptresuitate 
1.1. Bezeichne q=plo eine Potenz der ungeraden Primzahl p und f# die pro- 
endliche Gruppe mit Erzeugenden a und z und der definierenden Relation 
O..-'C 0 - -1  = ~q 
oder eine Faktorgruppe davon, deren Ordnung von pOO geteilt wird. 
Definition (Koch [14-1). Seien n,s>l natiJrliche Zahlen und ~: f#-~(Z/pS) * ein 
Charakter yon f#. 
Eine pro-endliche Gruppe X hei6t Demu~kinformation tiber f# vom Grad 
n, mit Torsion p~ und Charakter ~, wenn es eine Surjektion qS: X-*f# mit pro- 
p-Gruppe als Kern gibt derart, dab f'tir jeden offenen Normalteiler ~___ Ker c~ 
von f# das Urbild X~e = 4~-1(~) unter ~b die folgenden Bedingungen erfiillt: 
I) Es gilt dim HI(xse,IFfl < oo, dim HE(xje, IFp)= 1, und das Cupprodukt 
HI(X~r, IFfl x HI(X~,IFfl~,H2(X~,IFfl 
definiert eine nicht-ausgeartete (antisymmetrische) Bilinearform auf HI(X~,IFp); 
ferner ist der p-Torsionsanteil von Xff zyklisch vonder Ordnung pS. 
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II) Wird H1(~40,]lZ'p) verm6ge der Inflation als Unterraum von HI(X~e, IFp) 
aufgefal3t und ist beziiglich der obigen Bilinearform HI(H,  IFp) z der dazu 
senkrechte Unterraum, so gilt mit G =~/~ die IFp[G]-Isomorphie 
HI(Jt~,IFp)J-/H'(~,IFp)~IFpEG]". 
Weiter ist dieser G-Modul beztiglich der induzierten (nichtausgearteten) Biline- 
arform hyperbolisch, d.h., die direkte Summe zweier total-isotroper G-Unter- 
moduln. 
III) ~ operiert mit dem Charakter c~ auf Hz(X~,e,Z/pS), d.h., es gilt 
px=offp)x fiir p~ und xffHZ(Xa~,Z/pS). 
Bemerkungen. a) Statt die Bedingungen ftir alle offenen Normalteiler ~_~ Ker 
yon ~ zu fordern, kann man sich auch auf eine Umgebungsbasis der Eins 
beschr~inken. 
b) In den drei Bedingungen k6nnen die Gruppen X~v durch ihre maxima- 
len pro-p-Faktorgruppen J?~r ersetzt werden (die Aussage I) bedeutet dann, 
dab alle X~e Demugkingruppen mit der Invarianten p~ sind): Da die Inflation 
eine Isomorphie HI(2~, IFp)~HI(X~,IFp)  und eine Inklusion Hz(x~,7Z/p r) 
~HE(X.,t.,7Z/p r) ftir r~lN liefert, ist f'tir den Ubergang yon Xav zu 3?at nur 
HZ(J?jr,lFp) 4:0 zu zeigen; dies gilt aber wegen Tor(J?~,)= (Tor(X~))(p)+ 0.
Sind umgekehrt die Aussagen I) - I I I )  ftir Xje=' .X~/ I~ erftillt, so erh~ilt 
man mit ~'=qS(Ise ) und V=Ker(X~e/Ise-~gf~/~t ~') das kommutative Dia- 
gramm mit exakten Zeilen 
1 > V--------* X~e/Ise- , ~ /~ '  ~ 1 
1 -~ [/ > X/Iae > ~/J~f' ,1, 
wobei d /g /~ '=~Z e die maximale pro-p-Faktorgruppe von ~f ist. Da die 
kohomologische p-Dimension der Demugkingruppe )?~e gleich zwei ist, ergibt 
sich cdp(X/I~v ) < cdp([l) + cdp(N/~') < cdp(Xae/lae ) + 1 < 0% insbesondere 
scdp(X/lf)=scdp(Xae/l~e)=2 (vgl. [18], I., Prop. 14 und Prop. 31). Die Gruppe 
X ist nun der projektive Limes der X/I~e, da Kerq~ eine pro-p-Gruppe ist; 
damit erhalten wir 
scdp(X) = 2. 
Daraus folgt H2(Ia,r, ff~v/7Zp)=O, also auch Hz(I~,7Z/pr)=O, und aus der 
Spektralsequenz Hi(x ~, HJ(Iae, Z/pr))~ HI+ J(X jr, 7l/ff) die Isomorphie 
Hz(J~je, 7l/pr)~ Hz(X ~e, 7lift), 
woraus die Bedingungen I ) - I I I )  auch ftir Xae folgen. 
1.2. Wir wollen nun ftir vorgegebenes ~, n, s undct eine Demugkinformation X 
tiber aj mit diesen Invarianten konstruieren. Bezeichnet F,+ 1 die freie pro- 
endliche Gruppe mit Basis Zo,.. . ,z ., so ist der Kern der kanonischen Projek- 
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tion des freien pro-endlichen Produkts F,+I* (# auf (~ gerade der von Zo, ..., z, 
(topologisch) erzeugte Normalteiler Z=(zo,Z i .... ,z,) (s. Neukirch [171, 1.2). 
Der Normalteiler I von  Z, ftir den Z/1 die maximale pro-p-Faktorgruppe ist, 
ist auch normal in F, + t 9 if, und wir setzen 
V(n + 1,5~) = (F, + 1 * (~)/I 
P=Z/ I .  
Bezeichnen wir die Bilder der z i in F(n+ 1, f#) mit xl, i=0 .... ,n, so besitzt F(n 
+ 1, ~) also die Erzeugenden a,v, Xo,..., x, und ist dadurch definiert, dab a und 
die Relationen von (# erfiillen und der von Xo,...,x, erzeugte Normalteiler 
eine pro-p-Gruppe ist. 
F(n+ 1, f#) ist ein freies Objekt in der Kategorie der semidirekten Produkte 
von 5# mit einer pro-p-Gruppe H, wobei die Morphismen die stetigen Homo- 
morphismen f: H. f~- ,H ' . f~  sind mit f (H)~_H'  und f l~=id  ([11], Satz 3.4). 
Die Gruppe P ist eine freie Operatoren-pro-p-Gruppe mit freiem Erzeugenden- 
system {x o .... ,x.} und Operatorenbereich f# in der Terminologie yon Koch 
[121. 
Die Gruppe X soll nun aus F(n + 1, f#) durch eine weitere Relation hervor- 
gehen. Sei dazu /~: (#~Z~ eine Liftung des Charakters ~ (nicht notwendig ein 
Homomorphismus) und ftir eine Primzahl f jeweils 1re das Element aus ~ mit 
~e;~=Ze. Weiter sei ftir x, yEF(n+l ,~)  und p~# [x, y l=xyx-~y- l=y~y -1 
der Kommutator, 
~p 
(X, p )= (X, p)~ =(X~(a) p x~(P) p...XIl(oP- a) p) p-1 
und ~ 
{X, p} = {X, p}//= (X/J(1)p 2 X#(pIp2...X p(pp- 2)p2) p-  1 
(dies ist wohldefiniert, da p -1  in 2gp invertierbar ist). 
Die Invarianten m/Sgen der folgenden Bedingung entigen: 
(+) Ftir ungerades n ist auch fo ungerade sowie 
p--1 
c~(z) 2- = - 1 rood p. 
(Fiir eine Demugkinformation ist (+) fast immer erftillt; die Spezialf~ille be- 
trachten wir in 5.2.) 
Dann definieren wir 
X = X((~, n, s, ~) = F(n + 1, (r 
wobei (r) der von dem folgenden Element r erzeugte (abgeschlossene) Normal- 
teiler ist: 
1 pS 
I '=Xoa(Xo "C)# (r X1 [X1 ,X2] [X3 ,X41. . . [Xn_ l ,X .1  f'tir gerades n, 
1 pS 
r=Xo~(Xo,r)a( ~)- x 1 [x l ,Y l ] [xz ,X3] . . . [X ._ l ,X , ]  ffir ungerades n, 
mit p+l  
_p+l~la2~f f~ ~p+l ' (  ~ za~,tr2~2b+~2 2 
Yl=X~I~+I{XI,  I,2 J ~t ~t-~ 1, ~2 $ ,u2  2J 
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wobei a,, b~2~ so gew~ihlt sind, dab gilt 
- a(az") mod pe0Fd )2 und - a(az b) mod p60Fd)Z. 
Hier ist zur Abktirzung z2=z ~a und ~r 2=a ~ gesetzt, und x ~176 steht far x~ ~ 
Bemerkung. Da wegen (+) c~(z)modp ein Nicht-Quadrat in IFd ist, gibt es 
immer Zahlen a,b mit den gewtinschten Eigenschaften. M6glich ist z.B. 
a=0, b=l  ftir -c~(a)modpe(IF~) 2, 
a=l ,  b=0 f'tir - e(a) mod pq~(lFr 2 
oder auch 
p -1  p+l  
a= b= 
2 ' 2 
p+l  p -1  
a ~ b = 
2 ' 2 
ffir 0~(a)modp6(IF~) 2, 
ffir ~(a)modpr 2, 
falls man fiir c~(a)=l(p) nicht die F~ille p---l(4) und p~l(4) unterscheiden 
m6chte. 
Wir werden in w und w beweisen: 
Theorem 1. X=X((~,  n,s, fl) ist eine Demugkinformation fiber ~ yore Grad n, mit 
Torsion pS und Charakter cc 
1.3. Hieraus ergibt sich nun eine Beschreibung der absoluten Galoisgruppe 
eines p-adischen Zahlk6rpers durch Erzeugende und Relationen; etwas allge- 
meiner betrachten wir die Galoisgruppe iner p-abgeschlossenen Erweiterung, 
d.i. eine Erweiterung, die keiner p-Erweiterung mehr f~ihig ist. 
Theorem 2. Es sei k ein p-adischer Zahlk6rper yore Grad n iiber Qp, p + 2, q = pfo 
die Miichtigkeit des Restklassenk6rpers yon k, L eine p-abgeschlossene Erweite- 
rung yon k, T die maximale zahm-verzweigte Erweiterung yon k in L, #r die 
Gruppe der Einheitswurzeln yon p-Potenz-Ordnung in T, pS=(pr : l )> l und ct: ff 
=Gr/k-~(~/pS) x der Charakter mit (P=(~(P) 'fir alle p~ff, fl: (~-~.~ eine Lift- 
l 1 q ung yon ct- (als Abbildung), a,z seien Erzeugende yon ~ mit ~rza- =z .  Dann 
gibt es eine Isomorphie pro-endlicher Gruppen 
GLI k ~-- F(xo, ... , x,; if)/(r), 
wobei r wie in 1.2 mit den obigen a, z und fl gebildet wird. 
Beweis yon Theorem 2. Die Gruppe GLI k ist eine Demugkinformation fiber aj 
vom Rang n, der Torsion pS und Charakter c~ -t, wobei die Bedingung (+) fiir 
n, found ~-1 erf'tillt ist (s. Koch [14]). 
Nach Theorem 1 trifft dies auch auf die Gruppe F(x o .... ,x, ;  ~q)/(r) zu. Zwei 
Demugkinformationen tiber (q mit gleichen Invarianten sind aber is0morph (s. 
[-14] oder 1-19] ffir einen vollstiindigen Beweis). 
76 U. Jannsen und K. Wingberg 
1.4. Beispiele und Anwendungen: 
a) Ist L=/7 der algebraische AbschluB von k, so ist 0""C0"--I='E q die einzige 
Relation yon if, und man erh~ilt die in der Einleitung angegebene Beschrei- 
bung der absoluten Galoisgruppe G k yon k mit in wesentlichen zwei Relatio- 
nen, indem man fl(a)=g -1 und fl(zi)=h v-I -i setzt. 
Fiir den K6rper k=~p kann man durch geeignete Wahl yon tr ohne 
p--1 p+ 1 
Einschrgnkung 1 annehmen und dann a= 2~ und b=" 9 setzen. Daher = 
besitzt G% vier Erzeugende a, z, x o, x I mit den definierenden Relationen 
~ : ~'P, p+l  p -1  p--1 p+l  
Xao=(Xo,..C)Xf[X1,XZl~+*{XI,gP+I } . . . .  2 {{Xl , . .cP+l I ,  o.2g2 2 }ff2"~2  +r2 2 3. 
Fiir den K6rper k = @p(~p), ~p eine primitive p-te Einheitswurzel, kann fl(p)= 1 
fiir alle p6ff und damit (Xo,'r)=(XoZ) ~ gesetzt werden. Dann besitzt G k p+2 
Erzeugende a, z, x o .... , xp_ 1 mit den definierenden Relationen 
Xo -(Xo Z)~" xf[x~,x2]...[Xp_ 2,xp_l]. 
(Es kommt natiJrlich jeweils wieder als Bedingung hinzu, dab der von den x i 
erzeugte Normalteiler V eine pro-p-Gruppe ist, d.h., dab x'~p=x ftir alle xeV 
gilt.) 
b) Ist L die maximale Erweiterung von k ohne zahme Verzweigung, so ist 
fq---~ mit erzeugendem Element a, und man erhNt GLIk, indem man G k durch 
den von v erzeugten Normalteiler dividiert. Enthiilt L eine primitive p-te 
Einheitswurzel, so kann man /3(~)=1 ftir alle i setzen, wodurch sich 
(Xo, z ) -x  o mod(z) ergibt. Weiter ist n notwendig gerade, da p -1  = e(~p(~p)/Qp) 
den Verzweigungsindex e(k/~p)=e(k(~p)/q)p) teilt. Man erhNt also mit fl(a) 
=g-~ die Relation 
a g pS 
Xo--XoX 1 [Xl,X2].. .[Xn_l,Xn] 
(vgl. Koch [12], Satz 2). 
Im anderen Fall gilt nach [12], Satz 1 oder [11], Satz 3.6a) 
GLI k ~ F(x 1,'", x,; ~). 
c) Ist n ungerade und L_~ k((p) eine p-abgeschlossene Erweiterung von k derart, 
dab der Verzweigungsindex von T/k(~p) ungerade ist, so kann in der Relation r 
der Ausdruck Yl durch x[ ersetzt werden, wie in 5.2 gezeigt werden wird. Ist 
speziell ff~p((p)u die maximale Erweiterung von Qp(~p) mit ungeradem Verzwei- 
gungsindex, so erh~ilt man fiJr die Galoisgruppe G~ptr Erzeugende a, z, x 0, 
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x 1 mit den Relationen 
O-TO - -1  = T p ,  T ~2(p -1)  = 17 
~Zp 
r  - -  hp  - I hp  - 2 
X0- - (X  0 TX 0 ~...X~o~)P-'x'~[X,,Xl] 
(man w~ihle ein a mit ~(a)= 1). 
d) Ist n gerade und ~( r )= l  (z.B. fiir [,mk), so kann man G k durch n+2 
Erzeugende or, z, x~ .... , x, und die folgenden Bedingungen beschreiben: 
A') Der yon z'~, x 1 . . . .  , x ,  erzeugte Normaltei ler ist eine pro-p-Gruppe. 
B') Mit w=z-~ z "~ r x l p~ Ix 1 , x2]. . . [x . _ 1,x,] gilt w~=w q. 
Beweis.  Fiir h = 1 ergibt sich die Relation 
(i) x~o =(Xo"C)=pgxfS[x,, x2]... [Xn_l, Xn]. 
Setzt man Z=Xo'C, so folgt aus z -~=z -q die Beziehung ( z - lXo)" :=(z - lxo )  q" 
und mit (i) erhalten wir w"=w q. Umgekehrt  ergibt sich mit z=w -~ und x 0 
=zz-~=zw " ' sofort die Relation (i) und aus w"=w q die Relation B: z"=w -1 
=w -q" '=z  q. Es ist klar, dab die Bedingungen A und A' sich entsprechen. 
e) Die explizite Angabe der Relationen im Theorem 2 erlaubt es uns, die 
Frage yon Jarden und Ritter (s. , ,Normal automorphisms of absolute galois 
groups of p-adic fields", Duke Math. J. 47, 47-56 (1980)) nach der Vollst~indig- 
keit der absoluten Galoisgruppe von Q,  ftir p~2 negativ zu beantworten. Wie 
zu vermuten war, besitzt die Gruppe G~, ~iuBere Automorphismen. Den Exis- 
tenznachweis tellen wir an das Ende dieser Arbeit, da wit dazu einzelne 
Tatsachen aus dem Beweis von Theorem 1 benutzen. 
w 2. Beweisanfang von Theorem 1 und Beweis f'dr gerades n 
2.1. Das Element ne6~ kann folgendermaBen definiert werden. Ist 
{P l ,P2 ,P3  .... } die Menge aller yon d verschieden6n Primzahlen aus Z und 
w~ihlen wir fiir jedes men zwei am, b,,,~T! mit 
1 =am .dm+b, , , .p~pT. . .p ,~,  
so kiSnnen wir setzen 
At= lim a , .d"~,  
m~oo 
b,.p l . . .p,~ ~2g. nt= lira m , ^ 
n l~oo 
Es gilt At+he= 1, A2=Ae,  n2=nt  und Aent=0;  wir setzen im folgenden n 
=np. Die oben definierte Gruppe P ist gerade der von x o , . . . ,x ,  erzeugte 
Normaltei ler; damit gilt 
/r 
r =-- (Xo, z) p(~) ' - (z p -  1) p-~" P(~)-' _ z.~(~)-~ _ 1 mod P, 
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da die Ordnung von z prim zu p ist. Der von r erzeugte Normalteiler N=(r)  
liegt also in P, und wir erhalten mit V = PIN das kommutative Diagramm 
1 1 
I 1 
N m N 
i 1 
1 ,V  ,X  , ~- - - - -~1 
i 1 
1 1 
mit exakten Spalten und Zeilen. 
Sei Yg ein oftener Normalteiler yon N, der in Kera liegt, U= Ux das 
Urbild yon J# in F(n+ 1,if), Xje das Urbild von ~ in X und G=ff /~.  
2.2. Setzen wit "Y=x[P, U] ffir xeP,  so ist P/[P, U] ein freier 2~p[G]-Modul 
mit Basis ~Z o.... ,ft,. Dies wurde in [11] bewiesen und folgt aus dem Unter- 
gruppensatz f'tir freie Produkte [2], der fiir das Urbild U' von ~ in F,+ 1 ,c~ 
die Isomorphie 
U'~--(v*RFf+I)*.)f~, R Restsystem f'tir f f /~ ,  
liefert, woraus sich zusammen mit der exakten Sequenz 
0-* H 1 (~,  Q v/Tlp)__~ H 1( U', [~p/7~,p)---+ H ~ (Z, Q p/Zv)v'--* 0 
wegen Hi(Z, Qp/TIv) U'-- Hi(P, ~v/~v) U= Hom(P/[P, U], Qp/Zp) die Behauptung 
ergibt. 
2.3. Sei e die Ordnung von t-=zYg~G, dann gilt 
(Xo' "C) --/vfl(1)'r ~cfl(z)" -- ' ,~O ~0 ~'"~OVfl(rP 2)'r'ln/P-l~) 
__ (~r T:2 .XflOe(P - 1)- I ze(p 1)- 1.(;e(p_l))r~/e(p_l) 
- -~0 ~0 r "" 
mit flj=fl(z <j)) Rir den ReprSsentanten ( j )  zwischen 0 und p -2  yon j mod (p 
-1).  Da z~EU und z~= 1 ist, fiir yEP aber y~=y, ergibt sich 
(Xo, Z)-(x o ) z =- x o mod[P,U]  
mit 
2 _1 e-1 1 e(p-1)-i " 
i=o p -1  j=o 
j=_ imode 
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Wegen e(re)= 1 = c~(r p-l) ist dabei fl'i eine Liftung von c~(z i) = c~(r) i. Weiter folgt 
r ~ x o ~ X~o (~) '~aexl ,~mod [P, U]. 
2.4. Aus der Spektralsequenz ftir V=P/N erhalten wir durch Bildung der 
Fixmoduln unter U die exakte Sequenz 
0-~H'(K ~p/~p)V-+H' (P, ~/TI,)V--'H'(N, ~p/Tlp) v
und dual dazu die exakte Sequenz yon ~p[G]-Moduln 
N/[N, V] ~P/[P, U] ~ V/[K X ~] ---,0. 
Da N als Normalteiler yon r erzeugt wird, wird N/[N, U] als ~p[G]-Modul 
yon r[N, U] erzeugt. Wir erhalten daher mit 2.2 und 2.3 einen 7/p[G]-Homo- 
morphismus 
n 
q~ : 77p[ G] ~', N /[ N, U)S P /[ P, a] = @ 7lp[ G] Y~i 
i-O 
mit qr und daher q~(1)=go~+P(")-"z~.ff[ '  Die Ergebnisse aus 
[11], w zeigen nun, dab cp injektiv und damit ~0' ein Isomorphismus ist und dab 
Coker q~ = Coker @ = V/[K Xy] ein kohomologisch trivialer 2~p[G]-Modul ist, 
mit zyklischem Torsionsmodul der Ordnung p~, auf dem G mit dem Charakter 
~-1 operiert. 
2.5. Die InjektivitSt yon ~ impliziert die Exaktheit der dualen Sequenz 
O~H,(V,~p/TZp).,~ ~H~(P,~p/Zp).,~ O* , Hl(N, (Dp/7Zp)v ~O. 
Nach Bildung des induktiven Limes fiber alle .~ erhalten wir die Surjektivit~it 
von ~ in der Spektralsequenz 
0-*H~(K ~p/1gp) ~HI(P, ~p/~v) ~' ' H'(N, ~p/Zp) P
-~H2(V, Qp/Zp)~H2(P, Qp/~-p). 
Andererseits gilt cdp(P) = cdp(Z) <= cdp(F,+ 1 * (t~) = max {cdp(F,+ 1), cdp(ff)} = l, al- 
so H2(p, ~fZp)=0.  Es folgt 
H~(V, %/Z.)=0. 
Dies eingesetzt in die Spektralsequenz 
Ui( J{~' HJ( V' (I~p/Zp))=:~ Hi + j(x,,~' (~p/gu) 
liefert wegen cdp(~)= 1 
H2(X,v, Qp/Tlp)_~ H' (Jr, H'(V, Qp/7/p))=0, 
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tCE da nach 2.4 ftir alle Normalteiler or _~ von ff die Gruppe HI(V,,(]).p/TZp) .0' 
kohomologisch trivial unter i f / Jr '  also auch unter JY/J(f' ist. 
2.6. Wegen cdp(~ut")= 1 ist die Sequenz 
O~ Ha(~,  ~p/Tl f l~ H' (X *0, q~S7Zp)-~ H'(V, ff~f7l flx*0-~O 
exakt und dual dazu die Sequenz yon Zp[G]-Moduln 
o--, v/[v,, x *0] ~ Y;~ ~ ~~ ~o, 
wobei ~ab= o@ als abelsche Gruppe isomorph zu Zp ist. Daraus folgt mit 2.4 
Tor 2~ ~ Tor(V/[ V, X*0]) ~ 7Z/p~(~- a), 
wobei ZipS(co - ~) den (r bezeichnet, auf dem ~ mit e-~ operiert und der 
als abelsche Gruppe isomorph zu 7l/p ~ ist. Weiter zerfiillt die angegebene 
Sequenz wegen der kohomologischen Trivialit~it von V/[KX*0], d.h. es gilt 
~ab ~ ab x*0~ | 
2.7. Mit 2.5 erhalten wir fiir ielN die exakte Sequenz 
U~(X*0, qJp/7lp) P' , H'(X*0, Qp/Zp)+H2(X*0,Z/ffTZ)+O, 
die die 7Zp[G]-Isomorphie 
H2(X *0, Z/pi7Z) * ~ e,Tor )(~ 
liefert, wobei 9 des Pontrjagindual bedeutet und p,M= {xeMlffx=O} fflr einen 
Zp[G]-Modul M gesetzt ist. Mit 2.6 ergibt sich insbesondere 
dim H2(X . ,  lF p) = 1, 
H ~ (x*0, 7Z/p~) ~_ 7Z/p~(~). 
2.8. Es bleiben die Aussagen fiber das Cupprodukt 
H a (2.0, lFfl x H 1 (X*0, IFfl ~ H2 ()~.0, lF'fl 
nachzuweisen. Dazu definieren wir die absteigende p-Zentralreihe iner pro- 
endlichen Gruppe Y durch 
yO=y, yi=(yi-a)p[yi- l ,y]  fiir i~ l .  
Lemma 1. Sei D eine pro-p-Gruppe mit dim H a (D, IFp) = m, dim HZ(D, IFp) = 1 und 
{Pl .... ,Pro} ein minimales Erzeugendensystem yon D. Gilt in D die Relation 
]-IP~ 'p H [Pi, Pj] a'J=- 1 modD 2 
i i< j  
mit a~, a~F7Zp, wobei mindestens ein a~ oder a~ nicht durch p teilbar ist, so gibt es 
ein Erzeugendes ~ yon HE(D, IFp) derart, daft ffir die beziiglich {Pl .... ,P,,} 
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gebildete Dualbasis {Z1 .... ,Zm} yon HI(D, IFp) beim Cupprodukt H~(D, IFp) 
x HI(D, IFv)-~H2(D, IFv) gilt: 
ZiWZj=--aij ~ fiir i<j. 
Beweis. Mit einer freien pro-p-Gruppe F mit m Erzeugenden Yl, "",Ym erh~ilt 
man eine minimale Darstellung 
1--*R~F~D~I 
Y~--~Pi 
von D. Ftir das Element 
v=V[Y'~'P H [Yi,Yj] "'jeF1 
i i< j  
gilt nach Voraussetzung vERF2\F 2, also v=rf mit fEF 2 und rER\RP[R,F]. 
Bezeichnet ~ das duale Basiselement von Hom(R/R p[R, F],IFp) =HI(R, IFp) v 
und ~ das Bild yon ~ unter der Transgression 
H1(R, IFp)F t2 , H2(D, IFv), 
die wegen der Minimalit/it der Darstellung ein Isomorphismus i t, so folgt die 
Behauptung mit einem Satz yon Serre (s. [13], 7.23). 
Bezeichnen wir mit 5 das Bild von ze U unter der Projektion 
U---~s 
so erhalten wir aus 2.3 wegen IV, X~,e] c X~r die Kongruenz 
(1) .)~ ~(~)  fl(O')- I ~)~ '~pfl(O')- 1 mod 2~.  
Ist I das von p~ und z e - I  erzeugte abgeschlossene, zweiseitige Ideal yon 
Zp[[~], so gilt aufgrund der Relation aza  -1 =~q und der Beziehung ~(~e)= 1 
=~(<-,) 
(2) a2~e-2~amodI und z2~e-fl(r)-lJ.~emodI. 
Aus (1) folgt damit 
(3) 
(4) 
und hieraus wiederum 
(5) 
Daher ist ffir alle a,b~Zp 
(6) 
2~ = 2~o ~r ' mod .,YJ~, 
.~r  = Xo mod X~ 
und p, p'~(~ 
[-2~P, 2~fl'] = 1 mod X~. 
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Als Konsequenz dieser Vertauschungsrelation und der Gleichheit ~e= 1 ergibt 
eine analoge Rechnung wie in 2.3 
(7) (x~,~) = 2~ ~' mod 2~e, 
insbesondere ist der rechte Ausdruck wohldefiniert. 
Ist f die Ordnung yon a modulo dem yon ~ und z erzeugten Normaltei- 
f -1  
ler, also cry _~ z u mod ~ Kir ein u > 0, so ist c~(aYz - ')  = 1 und mit ~Gr = ~ aifl(ai) 
i=0  
gilt im Gruppenring 7Zp[[N]] 
( l - -  O "f  T -- U (~(o. f  T -- U)) ~ ~(O')  -- 1 ~_ (1 - -  O " f  T -- u) "~JF ~(O')  - ' mod I. 
Welter ist Rir veZpI[N]] wegen (3) und (5) 
~pSv -- ~pSa mod 2~ rX 0 =X 0 
mit einem aCZp. 
Aus dem oben Gezeigten erhalten wir wegen z'~= 1 die Kongruenz 
((~oatX~l~ )fl(a} ' )eA~)Kjg ~2rO.~ 2~(2 ~.,fl(a) . . . .  )e 
mit aeTZp, wobei nach (4) im Kommutator 2~ ~e durch 2 0 ersetzt werden kann. 
Durch Anwenden yon e2je~c ~ auf die Relation r folgt also fiir gerades n
- -  0 1 k~O~ v 
(8 )  I=X p*a 2 p~x~ 2~e I-~, ,.rf T, u]ee(a) - I 
9 ( [ -21 ,  X21  . . .  [2n - I ,  Xn]) K:yF2~f~e rood 2~. 
Aus 2.4 und 2.6 ergibt sich mit (3) und (5) leicht, dab die Elemente 
a-"-I'~z-'-~z-~,2o,2 f  i=1 .... ,n, pen  aus einem Restsystem Kir N/)f ,  ein minimales 
Erzeugendensystem von 3?je bilden; sei Z~, Zo, PZ~, i= 1, ..., n, peG, die entspre- 
chende Dualbasis yon Hl(2~e,lFp). Da ~;ye2~ee- ~ ot(p)p modp2gp[G] ist, folgt 
aus (8) mit Lemma 1 o~ 
pziwpxi+l=-~(p)~, i= 1 ,3 , . . . ,n -  1, p~G 
Z0uZ~ = -c~(a)-le~, 
alle anderen Cupprodukte zwischen den Basiselementen sind Null, sofern sie 
nicht aus den obigen durch Vertauschung entstehen (~ ein erzeugendes Ele- 
ment yon H2(X~e,IFp)). Dies zeigt, dab das Cupprodukt f'fir Xsr eine nicht- 
ausgeartete Bilinearform darstellt, wobei der yon Z1,...,Z, aufgespannte freie 
lFp[G]-Modul einerseits isomorph zu H~(~,IFp)• IFp) und andererseits 
die direkte Summe der beiden total isotropen G-Moduln 
B1 = <Zl, Z3, -.., Z,- ~)~,t~ -IFp[ G]2 
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und 
n 
B2 =(Z2,Z4 .. . .  ,Zn )Fp[G]~-IFp[G] 2 
ist. Damit ist f'tir gerades n alles bewiesen. 
2.9. Es ist y , -2~ mod~-~ fiir ein 3elFp[G] (s. w Daher ergibt sich f'tir 
ungerades n die Kongruenz 
~X 0 X 1 k~l~l J  (9) 1-  ~p~a ~p'x~2jfe l-f0, ff ~'L-ff-u]ea(o')-' r~- ~6qrc~t~ e 
9 ( I f2,  f3]  ... [fin - 1, fn]) ~gf)'~e mod 2 2. 
Wiederum mit Lemma 1 erhalten wir die orthogonale Zerlegung 
H 1 (J~jr, IFp) = (Z~, Zo) _1_ (Z1 >Fp[G] -1- (C  1 (~ C2) 
wobei 
n--1 
CI=(Z2,Z4  . . . .  ,Zn_I)FvtG], '~IFp[G] 2 
und 
n--1 
C2 = (Z3,)('4 . . . .  ,Xn )FptGI~_IFp[G] 2 
total-isotrope R/iume sind, w~ihrend Ct@C 2 nicht-ausgeartet beztiglich der 
Bilinearform ist. Wit haben daher noch zu zeigen, dab die Form auf C o 
=(Z1)rv[GI_~IFp[G] ebenfalls nicht-ausgeartet und hyperbolisch ist. Dazu wer- 
den wir im folgenden symplektische Moduln tiber dem Gruppenring IFp[G] 
etwas eingehender untersuchen. 
Die G-lnvarianz 
pzu  p z'=o~(p) (zu z') 
des Cupprodukts lhBt sich auch noch so deuten, dab mit der durch 
(10) (E  COP)*= E CpO~(P) P -1 
peG peG 
aufdem GruppenringlFp [G] gegebenen Anti-Involution * 
(az)t3Z'=Z~(a*z'), a~IFp[G], 
gilt. Diese Situation betrachten wir nun allgemeiner. 
w 3. Symplektische Formen auf Gruppenringen 
Sei R ein kommutativer Ring (mit Eins) und A eine assoziative R-Algebra (mit 
Eins) mit einer Anti-Involution *, d.h., einem R-linearen Endomorphismus * 
yon A mit (a*)*=a und (ab)*=b*a* ffir a, bEA. 
Eine R-Bilinearform 
qS: M • M~R 
84 u. Jannsen und K. Wingberg 
auf einem A-(Links-)Modul M heiBt invariant (bzgl. *), wenn f'tir alle x,y~M, 
asA 
r y) = 4~(x, a* y) 
gilt. Die invarianten R-Bilinearformen entsprechen umkehrbar eindeutig den 
A-Homomorphismen 
Jp: M ~Homn(m,R) 
verm6ge Jp(x)(y)=4)(x,y), wobei die A-Modul-Struktur auf HomR(M,R) dutch 
(af)(x)=f(a*x) fiir xeM, aeA gegeben ist, und q~ heiBt links nicht-ausgeartet, 
wenn q~ ein Isomorphismus i t. 
Eine symmetrische oder antisymmetrische invariante, nicht-ausgeartete R-
Bilinearform nennen wir im folgenden kurz eine Form; eine antisymmetrische 
Form nennen wir auch symplektisch (und M dann einen symplektischen A- 
Modul). Eine Form heiBt hyperbolisch, wenn M in die direkte Summe zweier 
total-isotroper Untermoduln zerf~illt. Die Bedeutung dieses Begriffes liegt darin, 
dab alle hyperbolischen symplektischen Formen auf M ~iquivalent sind (s. [6]), 
wobei wie [iblich zwei Formen q~ und 4)' ~iquivalent heiBen, wenn es einen A- 
Isomorphismus f: m--;m gibt mit r y)= O'(f(x), f(y)) fiir alle x, yem. 
Lemma 2. Ein A-Modul M besitzt genau dann eine hyperbolische symplektische 
Form, wenn er R-reflexiv ist (d.h., die kanonische Abbildung 
M--*Hom(Hom(M,R),R) ein Isomorphismus ist) und in die direkte Summe zwei- 
er A-Moduln B und C mit C~-Hom(B,R) zerffillt. 
Beweis. Die R-Reflexivit~it eines symplektischen Moduls (M,~b) folgt aus der 
Bijektivitiit von qS; ist M dariiber hinaus direkte Summe der total isotropen 
Moduln B und C, so folgt leicht Hom(B,R)~-C• Umgekehrt wird auf 
M~- BOHom(B, R) durch 
(D(b + f b' + f ')  =f(b') - f ' (b)  
eine hyperbolische Form definiert, wobei die Nicht-Ausgeartetheit aus der R- 
Reflexivit/it des direkten Summanden B folgt. 
Ein unzerlegbarer A-Modul M heiBe vom Typ I, wenn auf ihm eine 
symplektische Form existiert, und sonst vom Typ II. 
Lemma 3. Sei A eine artinsch-noethersche R-Algebra, M ein endlich erzeugter, 
R-reflexiver A-Modul und 
M =( (~ D~") @ ( (~ E~O@( @ V[ k) 
D~ vom Typ | Ej vom Typ II Fk vom Typ II 
Ej ~ Horn(E j, R) Fk ~ Hom(Fk, R) 
eine Zerlegung yon M in unzerlegbare, paarweise nicht-isomorphe A-Moduln. 
a) M besitzt eine hyperbolische symplektische Form genau dann, wenn alle m i
und nj gerade sind und M~-Hom(M,R) gilt (hier wie iiberall ist eine A- 
Isomorphie gemeint ). 
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b) Sind alle nj gerade und gilt M~-Hom(M,R),  so besitzt M eine symplekti- 
sche Form. 
c) Ist 2 eine Einheit in A, so gilt auch die Umkehrung yon b). 
Beweis. Da die Bildung der R-Duale die Klassen der D iund der Ej respektiert, 
folgt aus der Existenz einer hyperbolischen Form mit Lemma 2, dab die m i
und nj gerade sein miissen (man zerlege das B aus Lemma 2). Weil mit M auch 
alle direkten Summanden R-reflexiv sind, respektiert die R-Dual-Bildung auch 
die Klasse der F k; insbesondere kann man bei einer Isomorphie 
M ~ Hom(M, R) die k in Paare (k, k') mit F k, ~-Hom(Fk, R) und r k =r k, einteilen. 
Lemma 2 zeigt daher, dab f'fir M-Horn(M,  R) (bzw. gerade nj, bzw. gerade mi) 
eine hyperbolische symplektische Form auf @F[" (bzw. @E~.J, bzw. @Dr'  ) 
k j i 
existiert. Hieraus folgen a) und b); c) folgt aus der Tatsache, dab bei Invertier- 
barkeit der 2 jeder symplektische Modul orthogonale Summe yon unzerlegba- 
ten symplektischen Moduln ist, die als A-Moduln entweder unzerlegbar (und 
also vom Typ I) oder direkte Summe zweier total-isotroper, unzerlegbarer A-
Moduln (also insbesondere hyperbolisch) sind (vgl. [8]) (f'fir halbeinfaches A ist 
dieses offensichtlich; in Lemma 5 und allem folgenden wird c) nut f'fir halbein- 
faches A benutzt). 
Corollar. Ist n ungerade, so existiert auf M genau dann eine hyperbolische 
symplektische Struktur, wenn auf M" eine solche existiert. Ist 2 eine Einheit in A, 
so gibt es auf M auch genau dann eine symplektische Struktur, wenn es auf M n 
eine solche gibt. 
Der Fall, der uns interessiert, ist A=R[G]  fiir eine endliche Gruppe G, 
wobei Re in  kommutativer, artinsch-noetherischer Ring ist und die Anti- 
Involution * auf A durch einen Charakter e: G~R • gegeben wird, verm6ge 
(11) ( ~ cop)*= ~, cp~(p)p -1. 
peg pEG 
Weiter betrachten wir M =A als Linksmodul. Dieser besitzt eine ausgezeichne- 
te symmetrische Form ~b, definiert durch (o(x,y)=~(xy*) mit ( :A~R,  
coP)=q- 
peG 
Fiir ein Element d~A mit d*= -d  (bzw. d* =d) ist durch 
(12) Od(X, y) = E(xd y*) 
eine antisymmetrische (bzw. symmetrische), invariante R-Bilinearform auf M 
=A definiert. Andererseits i t leicht zu sehen, dab jede solche R-Bilinearform 
~b vonder Gestalt q5 a ist ffir ein d mit den obigen Eigenschaften. Dabei ist q~a 
genau dann nicht-ausgeartet, wenn d eine Einheit ist; ferner sind zwei Formen 
~b dund 4) a, genau dann iiquivalent, wenn d' =udu* mit einer Einheit ueA ist. 
Lemma 4. Die Form gPd ist genau dann hyperbolisch, wenn es ein Idempotentes 
e tA  gibt mit ed+de*=d. 
Beweis. Der Modul Ae ist genau dann total-isotrop, wenn 
C~e(xe, ye)=f(xed e 'y*)=0 
86 U. Jannsen und K. Wingberg 
ftir alle x,y~A ist, also wenn ede*=O gilt. Eine Zerlegung M=BOC=Ae 
+A(1-e)  mit einem Idempotenten e ist also genau dann hyperbolisch, wenn 
ede*=O=(1-e)d(1 -e* )  ist. Das ist aber ~iquivalent zur Gleichung ed+de* 
=d.  
Dies motiviert die folgende 
Definition. Sei A eine R-Algebra mit Anti-Involution *. Ein Element d~A heiflt 
symmetrisch (bzw. antisymmetrisch), wenn d* =d (bzw. d*=-d)  ist, und hyper- 
bolisch, wenn ed+de*=d fiJr ein Idempotentes e gilt. Zwei Elemente d,d'cA 
heiflen iiquivalent, wenn d' =udu* fiir eine Einheit u~A ist. 
Lemma 5. Sei G 2 eine 2-Sylowgruppe yon G, dann besitzt R[G] als R [G]-Modul 
genau dann eine hyperbolische symplektische Struktur, wenn R[G2] als R[-G2]- 
Modul eine solche besitzt. (Die Involution auf R[-G2] sei durch die Einschrgtn- 
kung yon * bzw. ct gewonnen.) Ist 2 eine Einheit in R, so gilt die entsprechende 
Aussage auch ffir symplektische Strukturen. 
Beweis. Existiert eine (hyperbolische) antisymmetrische Einheit in R[,G2] , so 
liefert diese auch eine (hyperbolische) symplektische Form auf RIG]. Die 
umgekehrte Richtung folgt aus dem Corollar zu Lemma 3, da 
R[G]~R[,G2] ~G:G2) als R[Gz]-Modul und (G: G2) ungerade ist. 
Lemma 6. Sei G eine endliche Gruppe, G 2 eine 2-Sylowgruppe yon G und R=F 
ein K6rper der Charakteristik ungleich 2. Weiter sei ~: G~F • ein Charakter 
und * die Anti-Involution gemiiJ3 (11). 
a) Die folgenden Aussagen sind iiquivalent: 
i) Auf FIG] existiert eine symplektische Form beziiglich * 
ii) Auf F [G~ b] existiert eine symplektische Form bezfiglich *
iii) Es gibt ein Element 1 :# pEGa2 b, das die gleiche Ordnung hat wie sein Bild 
e(p) unter ~. 
b) Auf FIG] gibt es genau dann eine hyperbolische symplektische Form 
beziiglich *, wenn es eine symplektische gibt und in der Zerlegung yon F[,G2] in 
einfache Algebren A i kein A i ein (nicht-kommutativer) Schiefk6rper ist. (Dies ist 
insbesondere erfiillt, wenn F endlich oder algebraisch abgeschlossen oder wenn G 2 
abelsch ist.) 
Beweis. Wegen Lemma 5 ist ohne Einschr~inkung G=G 2, also G eine 2- 
Gruppe. 
a) Der SchluB yon i) nach ii) ist dann einfach (das Bild einer antisymmetri- 
schen Einheit ist wieder eine solche). 
Gilt ii) ffir Gz=G und ist ff ein algebraischer AbschluB von F, so existiert 
auch auf if[,G ab] eine symplektische Form (bzgl. der induzierten Anti-Involu- 
tion 9 ). Zerlegt man diesen Gruppenring mit Hilfe der Idempotenten ex 
=(Gab: 1) -1 ~" Z(p)-lp zu den Charakteren Z: Gab---~ffx 
pEG ab 
if[G "hI =| x, 
z 
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so sieht man, dab es kein )~ mit y z =c~ geben kann, wobei ~ als Charakter in 
F• aufgefal3t ist. Denn ftir ein solches ~ warde * trivial auf lye z operieren, in 
welchem Falle keine Einheit dEff[G "b] mit d*= -d  existieren kiSnnte. 
Hieraus folgt iii); stellt man n~imlich G ab als Produkt von zyklischen Grup- 
pen (pz) dar und w~ire ffir jedes pg die Ordnung von Pi echt gr/SBer als die yon 
c~(pl), so erhielte man, indem man ffir jedes i ein flieF • mit fi~=c~(pi) ausw~ihlte, 
einen wohldefinierten Charakter Z: Gab--'F• mit Z(pi)=fli, also mit Z 2= a. 
Aus iii) folgt, dab F[G ab] eine hyperbolische symplektische Form besitzt. 
Ist n~imlich l=t=peG ab mit m=Ordp=Ord~(~) ,  so gilt a (p )2=_ l  und daher 
m 
fiir d=f i  2 
d 2= l ,d*= -d ;  
d ist also eine hyperbolische antisymmetrische Einheit aus FIG ab] (ftir e=89 
+d) gilt eZ=e und ed+de* =d). 
Zerlegt man nun den halbeinfachen Gruppenring FIG] in isotypische 
Komponenten bzw. die dazugeh6rigen einfachen Algebren A;, die Matrizenrin- 
ge M,,(FI) der Ordnung n i fiber Schiefk6rpern Fi sind, so teilen die n i die 
Gruppenordnung yon G, sind also 2-Potenzen. (Dies ist ffir Charakteristik Null 
wohlbekannt und folgt ffir Char F:4=2 allgemein daraus, dab sich jede irredu- 
zible Darstellung zu einer in Charakteristik Null liften l~igt.) Insbesondere 
treten die irreduziblen Moduln, die zu Algebren Ai mit hi#: 1 geh6ren, mit 
gerader Vielfachheit in FIG] auf. Auf M 1 = @ A~ existiert daher nach Lemma 
n,* l  
3 eine hyperbolische symplektische Form (die Isomorphie MI~Hom(M1,F)  
fotgt sofort aus der isomorphie F[G]~Hom(F[G],F), die man z.B. aus der 
Existenz der kanonischen symmetrischen Form q5 erh~ilt). Die direkte Summe 
M z der kommutativen A i ist  isomorph zum F[G]-Modul FIG "b] (dies folgt 
z.B. leicht durch Tensorieren mit f aus der klassischen Darstellungstheorie). 
Die nicht-kommutativen A~ mit n~= 1 sind schlieBlich irreduzible Moduln yore 
Typ I (s. [-16], 2.5) und treten in F[G] mit Vielfachheit 1 auf. 
Gilt nun iii), so besitzt M 2 eine hyperbolische symplektische Form und 
daher F[G] aufjeden Fall eine symplektische Form. 
b) Gilt iii) und gibt es keine nicht-kommutativen A~mit ni= 1, so besitzt 
F[G]=MI@M 2 sogar eine hyperbolische symplektische Form. Umgekehrt 
folgt aus der Existenz einer hyperbolischen Form mit Lemma 3, dab keine 
solchen A~ auftreten dfirfen, q.e.d. 
Bemerkung. Far ChafF=2 ist die kanonische symmetrische Form auch anti- 
symmetrisch, es existiert abet keine hyperbolische Form auf F[G], da F[G2] 
unzerlegbar ist. 
Das folgende Lemma ist nfitzlich zur Konstruktion yon hyperbolischen 
antisymmetrischen Einheiten auf halbeinfachen Gruppenringen. Um dem Be- 
weis yon Theorem 1 ffir ungerades n zu folgen, bentitigt man nur den ersten 
Teil yon a). 
Lemma 7. Sei A=M,,(F) der Ring der (n x n)-Matrizen fiber einem endlichen 
KOrper F yon ungerader Charakteristik p und * eine lFp-lineare Anti-Involution 
auf A. 
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a) Operiert * nicht-trivial auf dem Zentrum Z(A) yon A, so gilt: 
i) Alle antisymmetrischen Ei heiten yon A (bzw. Formen auf A)  sind gtquiva- 
lent. Dasselbe gilt fiir die symmetrischen Einheiten/Formen. 
ii) Die Einheiten/Formen sind genau dann hyperbolisch, wenn n gerade ist. 
b) Operiert * trivial auf Z(A), so gilt: 
i) Zwei symmetrische oder zwei antisymmetrische Einheiten sind genau dann 
gtquivalent, wenn sich ihre Determinanten nur um ein Quadrat aus F • unterschei- 
den. 
1st n ungerade, so gibt es zwei Aquivalenzklassen yon symmetrischen 
Einheiten/Formen und keine antisymmetrische Einheit/Form. 
Ist n gerade, so gibt es entweder zwei A'quivalenzklassen yon symmetrischen 
Einheiten/Formen, und alle antisymmetrischen si d gtquivalent, oder es gibt zwei 
ft'quivalenzklassen yon antisymmetrischen Einheiten/Formen, und alle symmetri- 
schen sind gtquivalent. 
ii) Fiir gerades n ist im ersten Fall jede antisymmetrische Einheit/Form 
hyperbolisch; im zweiten Fall ist eine antisymmetrische Einheit d genau dann 
hyperbolisch, wenn 
n 
det d - - ( -  1) 2 mod(F • )2 
ist. 
Beweis. Die eindeutige Beziehung zwischen symmetrischen (antisymmetrischen, 
hyperbolischen) Einheiten und ebensolchen Formen auf A wird genau wie bei 
den Gruppenringen durch eine Zuordnung 
d~--,tpa mit ~a(x,y)=#(xdy*) 
mittels einer Involutionsspur [: A--*R (vgl. [-3], 7) hergestellt; hier ist es 
#: M,(F) ~lFp, ((x) = spv/F p sp(x) 
(sp bezeichnet die Matrixspur und spv/rep die Spur von F/IFp). 
Ist J der Automorphismus von F =Z(A), der durch * induziert wird, und + 
a J die Anti-Involution auf A=M,(F )  mit (aij) + =(~i), so gilt 
a* =ha + b -1 
mit einer festen Einheit beA, ffir die b+= _b  gilt (dies folgt aus dem Satz von 
Skolem-Noether). Die Gleichheit d* =d (bzw. d*=-d ,  bzw. d' =udu*) ist dann 
5quivalent mit +__(db) +=db (bzw. _ (db)+=-db,  bzw. d'b=u(db)u+). Durch 
Multiplikation mit b entsprechen sich also fiir b + =b symmetrische und anti- 
symmetrische Einheiten beziiglich * und +, fiir b+= -b  entsprechen sie sich in 
umgekehrter Weise. Die (anti-)symmetrischen Einheiten beziJglich § entspre- 
chen wiederum in klassischer Weise den beziiglich J (anti)hermiteschen F-
Bilinearformen auf dem Vektorraum V= F". Dabei bleibt jeweils der Begriff der 
Aquivalenz erhalten. 
Die Behauptungen a)i) und b)i) ergeben sich daher aus den folgenden 
wohlbekannten Tatsachen (vgl. Bourbaki, Alg6bre, Kap. IX, w Ex. 3.4): Fiir J 
~= 1 sind alle (anti-)hermiteschen Formen auf V ~iquivalent. FOr J=  1 gibt es 
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zwei )kquivalenzklassen von hermiteschen (=quadratischen) Formen auf V, 
wobei zwei Formen iiquivalent sind, wenn die Determinanten der zugeh6rigen 
Matrizen kongruent mod(F• 2 sind. Weiter gibt es ftir J=  1 und ungerades n
keine antihermitesche Form, w~ihrend ftir gerades nalle antihermiteschen For- 
men ~iquivalent sind; ihre Determinante ist ein Quadrat. Dabei ist ftir ungera- 
des n notwendig b+ =b; ftir gerades n entspricht der erste Fall b + =bund der 
zweite b + = - b. 
Es bleiben noch die Aussagen ii) tiber hyperbolische Formen zu zeigen. 
Sind alle Formen ~iquivalent, so ist nur zu untersuchen, wann tiberhaupt 
hyperbolische Formen existieren. Ist M ein irreduzibler A-Modul, so gilt aber 
die A-Modul-Isomorphie A~-M", aul3erdem gilt Hom(M, IFp)--- M wegen der A- 
isomorphie Hom(A, IFp)~-A (die z.B. aus der Existenz der kanonischen Form 
~1 folgt). Aus Lemma 2 folgt daher, dab hyperbolische Formen genau dann 
existieren, wenn n gerade ist. Dies zeigt a)ii) und den ersten Teil von b)ii). 
Ftir gerades n, J = 1 und b + = -b  betrachte man 
n 
bzw. die Block-Diagonalmatrizen c, e~M,(F), die aus ~ Bl/Scken der Gestalt c o 
n 
bzw. e o bestehen. Ftir diese gilt c+=c, eZ=e, ec+ce+=c und detc=( -1)  2. 
Daher ist d=cb -1 eine hyperbolische antisymmetrische Einheit beztiglich *; 
weiter gilt 
n 
det d - ( -  1) 2 mod(F • 2, 
da detb ein Quadrat in F • ist. Weil alle antisymmetrischen hyperbolischen 
Einheiten bzw. Formen ~iquivalent sind, folgt hieraus die zweite Aussage unter 
b) ii). q.e.d. 
3.2. Wir betrachten un speziell die endlichen Faktorgruppen der Gruppe fr 
aus 1.1. Ftir ein Element x einer (pro-)endlichen Gruppe bezeichne Ordzx den 
2-Anteil der (supernattirlichen) Ordnung Ordx yon x. 
Lemma 8. Sei G eine endliche Gruppe mit Erzeugenden crund z, die der Relation 
a~cr - l=z  vf~ fiir eine ungerade Primzahl p und fo~N geniigen. Weiter sei ~: 
G-~IF; ein beliebiger Charakter und * die Anti-Involution auf IFp[G] gemgtfi 
(11). Dann existiert genau dann eine symplektische Form beziiglich * auf IFp[G] 
(insbesondere auch eine hyperbolische symplektische Form), wenn eine der folgen- 
den drei Bedingungen erfiillt ist: 
i) Es gibt ein Element por mit OrdzPo=Ord2c~(po)# 1. 
ii) Es ist )co ungerade, p~l(4),  und fiir z2=z ~2 und a2=cr ~ gilt ~(z2)=l, 
c~(a2) = -1  und a2 =z~xf/ir ein xETL 2. 
p- -1  
iii) Es ist fo ungerade und c~(z) 2 = - -1 .  
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Beweis. Die Elemente 0- 2 und 172 erzeugen eine 2-Sylowgruppe G2 von G und es 
gilt a2172a~ -1 =17~yo (vgl. die Def. yon rt 2 in 2.1); insbesondere wird [G2, G2] von 
17~fo-a erzeugt. Nach Lemma6 gibt es genau dann eine symplektische (und 
dann auch eine hyperbolische) Form, wenn es ein fiEGa2 b gibt mit Ordfi  
=Ord  ~(fi) 4: 1. 
Ist dies der Fall, so gilt ohne Einschr~inkung Ord f i=2;  es gibt also ein p 
_z  2_  a ab2eG2 mit ~(p)= -1  und 
fob  /9 2 ---- 17~(p + 1) a 2 b ---- Z-(Pfo2 -- 1 )c 
for ein ceZ. Ist fo oder b gerade oder p= 1(4), so ist pyOb+ 1 =2u mit ungera- 
pfO__  1 
dem ueN,  und mit y=- -cu - le712 und po=172Yp gilt p~=l .  Ist ~(z-~)=l, 
2 
so erfiillt Po die Bedingungen unter i), w/ihrend f'tir ~(17~)=- 1 notwendig fo 
p--1 
ungerade und c~(17) 2 =-1  ist. Fiir p~l (4 )  und ungerades fo und b gilt 
p--1 
offenbar a 2--Z-22x mit einem xe7Z. Fiir c~(172)= -1  ist ~(17) z = -1 ,  w/ihrend fiir 
c~(172) = 1 notwendig ~(a2) = c~(p) = - 1 ist. 
Bezeichnet p die Restklasse eines Elementes peG in Gab, so folgt die 
Umkehrung aus den Ungleichungen Ord2 c~(Po) -< Ord2 rio < Ord2 Po 
p -- 1 p fO- -  1 - -  p fO  -- 1 : 
=Ordza(po)  f'fir i) und 2=Ord~(17) 2 =Orda(172 ) 2 <Ord~ 2 2 <2 ffir iii). 
Im Falle ii) ist [G2, G2] =(z-22) und daher Ordff 2 =2=Orda(a2) .  q.e.d. 
Bemerkung. Wenn G zerfallend ist (d.h., die Gruppenerweiterung 
1 -~ (17)-+ G -~ G/(z-) -~ 1 zerf~illt), ordnet sich ii) der Bedingung i) unter. Dies 
liefert eine wesentlich einfachere Version yon Satz 8 in [15]. Da die Ordnun- 
gender  Bilder unter a immer p -  1 teilen, bleibt nur die Bedingung iii), falls die 
2-Anteile der Ordnungen yon (17) und G/(17) gr6Ber sind als der 2-Anteil yon 
(p-  1). 
Lemma 9. Mit den Voraussetzungen u d Bezeichnungen aus Lemma 8 gilt." Setzt 
man ffir ein peG, dessen Ordnung prim zu p ist, 
1 Ordp 
E(p)=E,(P)=Ord p ,=~ pZ, a(p)-,, 
so sind fiir beliebige cl, c2, c3, c4elF~, die folgenden Elemente aus IFp[G] 
hyperbolische antisymmetrische Einheiten: 
lm Fall i): 
lm Fall ii): 
d=cx(Po-p*).  
d = c l(a 2 - a*) + c2(z-~2 - (17~)*) E(a 2). 
Im Fall iii): 
d = C 1 (17P+ 1 --(z-p+ 1)*)At_ C2 (0. 2 17~ --(0. 2 Z-~)*)E (z-~ + 1) 
p+l  p+l  
-{- [C3(0" 2 27~ -- (0" 2 z'b) *) -~- C4 (172~- - (172 2 )#)] E(o- 2 Z-~)g(17p +1), 
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falls a, b Elemente aus Z sind mit 
- ~(~.9r  ) . 
Beweis. Wir beweisen ur i) und iii); der Fall ii) ist iihnlich wie iii). 
i) d ist bereits Einheit in lFp[(po)], da es hierin kein Nullteiler ist. Denn ftir 
ein a6IFp[(po) ] mit da=O ist p2oa=C~(po)a, also 
Ordpo 
Ordpo ~, a=po "=~(Po) 2 a=-a  
Ordpo 
und damit a=0. Weiter ist d hyperbolisch, denn for e=89 +Po 2 ) gilt e 2 =e 
und ed+de*=d(e+e*)=d.  
iii) Da a2Zza21 ='cP2 j~ ist und d in der von a2 und r 2 erzeugten 2-Sylow- 
gruppe G 2 liegt, ist ohne Einschfiinkung G=G2, (7=0 2 und z=z 2. FOr peg ist 
1 ((;: 1) 
dann E(p)=(G : l) i=1 ~ p2i~(p)-i undes gelten die folgenden Tatsachen: 
(13) Es ist p2E(p)=~(p)E(p) bzw. (p-p*)E(p)=O, insbesondere sind die E(p) 
Idempotente; aul3erdem gilt E(p)* = E(p). 
(14) Ist fiir ein zentrales Idempotentes E o das Idempotente (1-E(p))E o zen- 
tral, so ist (p-p*)(1-E(p))E o eine Einheit in IFp[G](1 -E(p))Eo; dies folgt aus 
der Beziehung 
-1  (p - -p* )o~pp~(p) - '  [1 +(1 +p2 ~(p)-') + (1 +p2c~(p)-I + p4 ~(p)-2) 
+. . .  -~- (1 + l) 2 ~(p) -  I + . . .  + p2Ordp 2 0~(p)--(Ordp-- 1))] = 1 - E(p). 
(15) Alle Idempotenten aus IFp[(,)] sind zentral in IFp[G], denn f'tir 
xeIFp[(z)] gilt axa  -1 =x q. 
(16) Es gilt zP2-1E(zP+I)=E(z p+l) und daher aza-lE(rP+l)=zPr~ e+l) 
=zpE(zp+ i); denn p2_ 1 teilt p lO- i -  1, weil fo ungerade ist. 
(17) o-2E(z "p+I) und zP+lE(r p+I) sind zentral, denn es ist 
und 
z a 2 z -  1 E(zp+ 1) = T T _p2 0" 2 E(.cp+ 1) = o.2 E(,cp+ 1) 
a T p+ 1 G-  1 E(zp+ x) = zpZ+pE(zp+ 1) = zp+ 1 E(.gp+ 1). 
Insbesondere ist wegen (a z") 2 = z ~py~ + 1)pSo, a2 das Element E(a z ~ E(r p + 1) zen- 
tral. 
1 (6:1) 
(18) Setzt man E( -P )=(G: I )  i=1 ~ P2i~(P)-~(-1)~' so gilt p2E( -p )=-~(p)E  
(-p),  insbesondere ist E( -p )  ein Idempotentes mit E(p)+E( -p )=E(p  2) und 
E(p)E(-p)=O. 
Wir setzen zur Abkiirzung g=~(a), h=c~(z), A=IFp[G], E 1 =E(r p+I) und E 2 
=E(az ~) sowie 
A, =A(1-E , ) ,  Az -A( I -Ez )E , ,  A 3 =AEzE  1. 
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Dann ist offenbar d=d I +d 2 +d 3 mit 
d l  ___ c1 (~p+ 1 _ (~.p + 1) , ) (  1 _ E1)e A 1' 
d 2 = c 2 (6  "c a - (o- Ta)* ) (1  - E2)E  16A 2 
und 
p+l  p+l  
d3=[C3(ty,rb__(tyZb)*)-}-C4(, r 2 --('C 2 ) , ) ]E2E1EA3.  
Nach (13), (15) und (17) sind die Idempotenten zentral und symmetrisch beziig- 
lich *, daher sind offenbar dl, d 2 und d 3 antisymmetrisch. Weiter sind d 1 und 
d 2 wegen (14) Einheiten in A 1 bzw. A 2. Bilden wir die zentralen Idempotenten 
p+l  
E~ =E(_+z 2 ), so gilt EI=E++EF sowie 
p+l  p+l  p+l  
(19) ("c 2 _(z 2 )* )E~=0 bzw. vp+lE~-=h 2 E-~=_hE~(, 
p+l  p+l  p+l  
(z 2 _(z 2 )*)E~-=2z z Ei- bzw. zp+IEI=hE~. 
Da a-b  ungerade ist, gilt weiter mit (16) 
(20) (azb--(f'r,b)*)E2E+ =o"cb(1--'r(P+ l)(a-b)'c-(P+ l)a tT-2 ghb)E2E ~ 
=trr  +h(a-b)h-ag-lght')E2E-~ =2trzbE2 E+ 
sowie (tr'cb _ (Or zb) *) E 2 Ei- = 0. 
Hieraus folgt 
p+l  
(21) d3=2c3azbE2E~ +2c4 z 2 E2E~ ' 
woraus man sehen kann, dab auch d 3 eine Einheit in A 3 ist. 
Es bleibt zu zeigen, dab die d i hyperbolisch sind; dabei wird sich ergeben, 
dab es nur auf vier verh~iltnism~iBig kleine Teilalgebren B1,...,B 4 yon A 
ankommt. 
Im folgenden schreiben wir oft die zentralen Idempotenten, die eine Teilal- 
gebra definieren, nicht mit, sondern benutzen ur die definierenden Gleichun- 
gen. Dies ist im folgenden Sinne korrekt: Mit (18) erh~ilt man die Zerlegung 
k--1 
1 =E(p)+ ~ E(-p2'), Ordp=2 k, 
i=o 
der Eins in orthogonale Idempotente, Sind nun fiir ein zentrales Idempotentes 
E 0 alle E(-p2')Eo zentral, so ist AE(p)E 0 genau die Teilalgebra von AEo, in 
der p2= ct(p) gilt; in AE(-p2')E 0 gilt gerade p2,+1= _ ~(p2,) (diese Eigenschaf- 
ten schlieBen sich aus). 
Die Anti-Involution * permutiert die unzerlegbaren, paarweise orthogonale 
Idempotenten e 1 .... ,e r von lFp[(z)]. Jedes Fi=]Fp[(Tg)]e iist ein KSrper; der 
Grad [F~:IFp] teilt dabei ~o(2t)=2 ~-1 for Ordz=2' ,  ist also insbesondere eine 2- 
Potenz. Gilt e* =e i, so operiert * als Automorphismus auf F~; es ist daher * die 
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Identit~it oder die Potenzierung mit p2-, ftir ein m > 0. Im zweiten Fall gilt in F~ 
z* = z p2m bzw. Tjp2m + l = h, 
und damit z(P2m+l)tP-1)=l. Fi.ir m>0 ist p2m+l=2u mit ungeradem u und 
daher "cP2-1='CtP+I)(p-1)=I. Da F i durch z erzeugt wird, ist dann notwendig 
[F~:IFp] <2. In jedem Fall ist also * die Identitht oder die Potenzierung mit p 
und somit v2--h oder z p+I =h in F/. 
Die Summe e+ der Idempotenten e i mit e*=e i liegt daher in A(E(z)+ 
p+l  
E( - r~- ) )  und insbesondere in AE@A3=AE(zP+I), definiert durch die Glei- 
_ * l~il3t sich in eine chung z2{P+l)=hP+l=h2. Die Summe e der ej mit ej =t=e  
Summe e =f l  +f2 von zentralen Idempotenten mit f *  =f2 aufspalten; daher 
ist auf Ae jede Einheit d hyperbolisch: es gilt f ld+df~=d( fm +fz)=d (Ae  
ist ein hyperbolischer Ring, vgl. [16]). Dasselbe gilt auch fiir A (1 -E(z ) -  
p+l  
E( -z~- ) )  und insbesondere ftir A 1 =A(1 -E(zP+I)). 
p+l  
Zerlegt man A(E(z )+E( -z  2 )) in einfache Algebren, die Matrizenringe 
tiber endlichen K6rpern sind, so gibt es nach Lemma 7 h6chstens dort eine 
nicht-hyperbolische Einheit, wo * trivial auf dem Zentrum operiert. (Man 
beachte, dab es auf IFp[G] (also auch auf jeder *-invarianten Faktoralgebra) 
nach Lemma 8 auf jeden Fall eine hyperbolische antisymmetrische Einheit 
gibt.) Nach (17) liegt 0-2 im Zentrum von A 2 @A 3 , es mug also gelten 
0-2=(0-2)  * bzw. 0-,*=g2. 
Daher sind nur noch die folgenden Teil-Algebren zu betrachten: 
B l =AE(0-)E(z): z 2 =h, 0-2 =g, 
B2=AE(-tr )E(z) :  "C2 = h, 0 -2 = -g ,  
p+l  
B3=AE(0-)E(_ z 2 ): zp+l=h, 0-2=g, 
p+l  
B4=AE(_a)E(_  z 2 ): zp+l=h, 0-2= _g .  
B 1 und B 2 liegen in AE~, B 3 und B 4 liegen in AE( .  Weiter gilt B 3 =AEEE F 
und folglich B, ,~A e. Ftir gerades a folgt aus den Relationen yon B 1 
(az") 2 =0-2z~P+l)"=g(-h)"=gha, 
es gilt also B t ~_AE2 E+ und analog B:_~(1-Ez)E ~ ~_A 2. Ftir ungerades a ist 
entsprechend B 1 ___A 2 und B 2 ~_AEE E+. SchlieBlich gilt noch ftir ce2~ 
1' 0- Tc - -  (0- To)* = 0- ( "cc - -  ( - -  T) c) = ~0 
gerade, C 
auf  B 
( r 
2h : az, c ungerade, 
c 
azc (ozc).=o(zc +(_z)c)=~2hZo,~ c gerade, 
auf B2: 
(0, c ungerade, 
und auf B4: az~-(az~) * = az"(1 -r-"(v+ a) o -  a gh ") =2at  ~. 
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Es ist nun leicht nachzurechnen, dab dz+d 3 auf den Algebren B~ die 
folgende Gestalt Ai hat, wobei f'tir die Elemente eg gilt: 
E. 2 =ei ,  ~iAiq-Zl i~ ~ =-A i. 
Algebra B i Relationen A ~ e~ 
r2 =h 89 r+v l  0-) 
a 1 0"~ B1 0 -2 =g mit #2h+vZg= 1 
"G 2 = h l (  1 ~'-/22 "[" -[- Y20-) 
a20- B2 0-2 = - -  g mi t  / /2  h - v 2 = 1 
p+l p+l 
B3 -cp+l= h a3 z 2 1(1+//37- 2 q-~'30-) 
O'2=g mit / /~h+v3h=l  
B 4 2 "p+I =h a30-75 a 89 d-//40"z a) 
aZ=- -g  mit - / /2gh"= 1 
wobei a 1 . . . .  , a 4 gewisse Elemente aus IFp sind. Die Gleichungen f'tir die #i und 
vg sind immer mit//~, v i ~IF~, 16sbar - die ftir #4 aufgrund der Voraussetzung an 
a. Die antisymmetrische Einheit d ist also auch hyperbolisch auf 
B1 G B2 (~) B3 O B 4 und damit auf ganz A. 
Ein konzeptionellerer Beweis der letzten Tatsache ohne die Benutzung der 
e i ergibt sich folgendermaBen. Die Algebren B 1 bis B 4 lassen sich jeweils in die 
Teile F iOF i t7  aufspalten, F i= IFp[ (z ) ]e  i, wobei nur die Fz mit [F/ : IFp]=2 
auftreten. Setzt man p i=0- f l i  ftir ein fli~F,, mit N(f l i )=NF~/Fp(f l i ) -=0--2~lFp, so 
gilt p2 =0-E flp+ l -=0-2 N (fli)-= l und Pix P[- l = x p fiir x G F i. Es ist also Fi @ Fi0- 
isomorph zum getwisteten Gruppenr ing F,.((pi)). Ftir diesen gilt aber die 
Isomorphie 
F~((p~)) ~ ~ EnOFp(F~)=M2(IFp), 
indem man x~Fg mit q~ auf die Homothet ie  mit x abbildet und Pi auf den 
Frobenius-Automorphismus (s. [1], Chap. 12, Ex. 16). Unter ~o gilt daher detpg 
= -1  (dies folgt aus der Existenz einer Normalbasis fiir Fi/IFp) und det x =N(x)  
ffir x ~ F/. Insbesondere gilt 
p+l 
detz=h 2 =_h  in B 1 und B2, 
detz =h in B 3 und B4, 
det a = det P i N (fl i) - 1 = _ a2. 
Mit Lemma7b)  folgt nun leicht, dab auf B1, B E und B 3 auch noch alle 
antisymmetrischen Einheiten ~iquivalent und damit hyperbolisch sind (auf B 1 
und B E sind 1 und z zwei nicht~iquivalente symmetrische Einheiten, auf B 3 gilt 
dies f'tir a und a z), w~ihrend auf B 4 gerade detaz"=gh"  gilt; wegen 
Lemma 7b) ii) und der Voraussetzung an a ist daher az"  hyperbolisch, q.e.d. 
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Bemerkungen. a) Die am Schlug des Beweises verwendete Methode zeigt noch, 
dab es auf IFp[G2] gerade so viele Aquivalenzklassen von symplektischen 
Formen gibt wie auf B 4 ; die Anzahl ist 2 (~ ~' p + ~)/2. 
b) In [-6], Lemma 45 und [10], Theorem 1, wurden ffir die oben betrachte- 
ten Gruppenringe Elemente angegeben, die hyperbolische symplektische For- 
men definieren sollen. Dies ist aber nicht nur in der Herleitung falsch ([6], 
Proposition 2 und [10], Lemmata 2, 3) sondern auch im Ergebnis. Beide Male 
sind z.B. die Formen nicht hyperbolisch (auf dem dortigen A1), und in 1-10] ist 
die Antisymmetrie (auf A2) verletzt. 
w 4. Ende des Beweises von Theorem 1 fiir ungerades n 
Es war nur noch zu zeigen, dab das Cupprodukt dutch die Gestalt von y~ auf 
dem Teil C o = <ZI)Fpta]~lFp[G] eine hyperbolische symplektische Form deft- 
niert. Es ist wieder c~ der Charakter, den /3 liftet, und * die Anti-Involution 
gem~ig (10) auf IFp[G]. 
Lemma 10. Gilt yl=--X61 modPP[P, U~] ffir ein 6eIFp[,G], so definiert das Cup- 
produkt auf C o die (gemgtfi (12) gebildete) Form dpa mit d=(6~ ~ wobei o die 
durch p~ = p-  1, p e G, definierte Anti-Involution auf lFp [G] ist. 
Beweis. Ist 6= ~ cop und 7EG, so gilt 
peG 
[21 ,  yl]~caf'~Yge ~ [,21, ~r ~ 
=- ['21,27'1 ['Y(~, 2';~-']~(') l~ Lx,~~P, ~l'7"~176 
(p,p')* (I, 7), (7, I) 
-= [~,  2~] ~-~ ' ~ ' lq  [,2C, 2C'] ~ ~" mod~.  
Mit Lemma 1 folgt daher, dab das Cupprodukt auf C o eine antisymmetrische, 
invariante lFFBilinearform O induziert mit 
~(x~, ~x~) = c~- c,_, ~(~'). 
Andererseits i t ftir d= ~ dop 
peG 
~)d( X 1, 7 X 1) = ~ (d 7-1 ~(7)) = d~ 7(y). 
Da beide Bilinearformen aufgrund der Invarianz durch diese Werte f'tir 7EG 
bestimmt sind, folgt die Gleichheit f'tir d~ = c~ c~(?)- ~ - c~_,. q.e.d. 
Ahnlich wie in 2.3 zeigt man nun, dab Ftir pEN, pXOrdp, das Element 
{x 1, p} aus P ist und die Kongruenz 
E~-, (o~ mod PP [, P, U ~,] {x~, p} ={Xl, p}~-x~ 
erf'tillt. Ffir 
p+l 
a i~ (9" T a)'a2z2+r2 2 yl =XrlP2+I{X1, TP+l~~ J tl. 1' TP+2 J '  2 2J b 
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gilt insbesondere Yl = X~ mod PP [P, Uje ] mit 
p+l  
(~=TP +1 ..~0.2Ta2Ea ,(TP+I)-t-(0.2z'b-t--['2 )E  _1(0 -2 ,~)E  _ , (T~+I ) .  
Weiter ist 
(&o), _ 6o 
= (~(T~+ 1) -1  (Tp+ 1 __ (Tp+ 1)*) _~ ~(0-2 T~) - 1(0" 2 T~ --  (0" 2 T~)*)Ea(TP2 + 1) 
p+l  p+l  p+l  
-~- [-~(0.2 Tb) - I  (0. 2 Tb --  (O. 2 Tb)*) _.~ ~(T2 2 )-- I(T 2 2 --  (T~)* ) ]  
9 E~(0.: T~)E~(r~§ 
p-1  
Lemma 9 zeigt daher: Ist fo ungerade, ~(z) z =- l (p ) ,  -c~(0.za)modpeOF~) 2 
und -c~(0.z b) modp~(IF~) 2, so ist d=(6~ * -6  0 eine antisymmetrische yperbo- 
lische Einheit, bzw. q~d eine hyperbolische symplektische Form auf Co~IFp[G j. 
Damit ist Theorem 1 auch fdr ungerades n bewiesen. 
w 5. ~,uflere Automorphismen von G k und Ergiinzungen 
5.1. Es soll zungchst ein ~iuBerer Automorphismus von G~p konstruiert werden. 
Nach dem Beispiel a) zu Theorem 2 ist GQp isomorph zur pro-endlichen Grup- 
pe F(xo, xl;  f#)/(r) mit 
r=xo~(Xo, z)x~ [xl, Yl] -Xo~(Xo, z) [Xl, x~] modP 2 
ftir ein 6slFpl[c~]]= lim lFp[fg/~f]. Fiir den Automorphismus ~ von 
o~[" <1 f~ of fen 
F(xo, xt; ~f) mit 
ffJ(O')=0-, ffl(T)=T, I/J(Xo)=Xo, IP(X1)=Xl +p 
gilt die Kongruenz O(r)-=r mod P 2 Daher induziert ~k einen Automorphismus 
von G%/V 2 f'tir V=P/(r)=Ker(G~---~f#), der V/V 2 in sich abbildet und 
somit mit der Projektion auf f# vertdiglich ist. Nach Satz 2 aus [19] l~iBt sich 
zu einem Automorphismus ~ von G~, liften. Bezeichnet 21 das Bild von x 1 in 
V, so gilt ~(~l ) -~ l+PmodV 2. W~ire nun ~ ein innerer Automorphismus, o
g/ibe es ein yeG~. mit ~(ffl)=ff~. Da "~1 in V/V ~ einen freien lFp[[~]]-Modul 
erzeugt, mug y s V sein und damit 
21+P=21 mod [V, V]. 
Dies stellt einen Widerspruch zur Torsionsffeiheit yon V ~ dar. 
Fiir p-adische ZahlkSrper k4Qp induziert der Automorphismus ~ yon 
F(x o ... .  ,xn;f# ) mit ~9(a)=a, ~9(z)=z, ~(xi)=x i fiir i4=n und tp(x,)=x,x,_ 1 
direkt einen ~iuBeren Automorphismus yon G k =F(xo, ..., x,; fq)/(r), da O(r)=r 
gilt. 
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5.2. Durch die Untersuchungen in w ist es m6glich, notwendige und hinrei- 
chende Bedingungen f'tir die Existenz einer Demugkinformation zu vorgegebe- 
nem f~, n, s, ~ anzugeben und sie in allen Fallen explizit zu beschreiben. Es 
zeigt sich, dab die Voraussetzung (+)  keine groBe Einschriinkung bedeutete. 
Theorem 3. Es gibt genau dann eine Demugkinformation fiber ~ vom Rang n mit 
Torsion pS und Charakter ~, wenn n gerade ist oder eine der Bedingungen i)-iii) 
aus Lemma 8 (entsprechend) ffir fs und ~: fg---,(2g/pS) • ---~IF~ erfiillt ist. 
In den noch nicht behandelten Fi~llen i) und ii) ffir ungerades n, erhiilt man 
eine explizite Beschreibung wie folgt: Wird eine Relation r wie in 1.2 jfir 
ungerades n definiert mit 
Yl =X~ ~ im Fall i), 
Yl =x~2{xl,  cr2}*~ im Fall ii), 
so ist F(xo, ..., x, ; fg)/(r) eine Demugkinformation fiber f~ mit Invarianten , s und 
0~. 
Beweis. Aus der Bedingung II folgt mit dem Corol lar zu Lemma 3, dab ftir 
jeden offenen Normaltei ler W__qKera von f# eine hyperbolische symplektische 
Struktur auf dem Gruppenr ing IFp[G], G=f#/W, existiert (bzgl. %), dal3 also 
ftir G und den induzierten Charakter ~: G ~IFp ~ eine der drei Bedingungen von 
Lemma 8 erftillt ist. Es ist nun leicht zu sehen, dab dann auch f~ (mindestens) 
einer dieser Bedingungen genfigt. 
Umgekehrt  gilt ffir das oben definierte Yl die Kongruenz 
y l=x~modPP[P ,  Uae] mit 6=po im Fall i), 
bzw. ~=o'2--}-17~E~-1(o2) im Fall ii). 
Analog dem bereits behandelten Fall iii) folgt mit Lemma 9 und Lemma 10 die 
Behauptung. 
Bemerkung. a) Im Beispiel c) von w liegt gerade der Fall i) mit po=Z vor, 
denn es ist (p -  1)2 = Ord 2 ~('c)_< Ord 2 r < [k(~,): k]2 < (P -  1)2, wobei ffir eine 
natfirliche Zahl m der 2-Anteil m i tm z bezeichnet ist. 
b) Wenn die 2-Sylowgruppen von f# nicht ,,zu klein" sind, n~imlich wenn 
die 2-Anteile der super-nattirl ichen Ordnungen von (~) und fq/(r)  gr~SBer sind 
als (p -1)2  (insbesondere also ftir fg=(a ,  z la~r  -1 =rq)), so ist Bedingung (+)  
aus 1.2 also hinreichend und notwendig ftir die Existenz einer Demugkinforma- 
tion fiber f#. 
Literatur 
1. Auslander, M., Buchsbaum, D.: Groups, Rings, Modules. New York: Harper and Row 1974 
2. Binz, E., Neukirch, J., Wenzel, G.H.: A subgroup theorem for free products of pro-finite 
groups. J. Algebra 19, 104-109 (1971) 
3. Fr~Shlich, A., McEvett, A.M.: Forms over rings with involution. J. Algebra 12, 79-104 (1969) 
4. Hasse, H.: Zahlentheorie. Akademie-Verlag. Berlin: 1963 
5. Iwasawa, K.: On Galois groups of local fields. Trans. Am. Math. Soc. 80, 448-469 (1955) 
98 U. Jannsen und K. Wingberg 
6. Jakovlev, A.V.: The galois group of the algebraic losure of a local field. Math. USSR-Izv. 2, 
1231-1269 (1968) 
7. Jakovlev, A.V.: Remarks on my paper "The galois groups of the algebraic losure of a local 
field". Math. USSR-Izv. 12, 205-206 (1978) 
8. Jakovlev, A.V.: Symplectic spaces with operators over commutative rings. Vestnik Leningr. 
Univ. Math. 2, 339-346 (1976) 
9. Jakovlev, A.V.: Symplectic-space structures on a module. Vestnik Leningr. Univ. Math. 4, 65- 
72 (1977) 
10. Jakovlev, A.V.: Structure of the multiplicative group of a simply ramified extension of a local 
field of odd degree. Math. USSR Sbornik 35, 581-591 (1979) 
11. Jannsen, U.: fiber Galoisgruppen lokaler K6rper. Invent. math. 70, 53-69 (1982) 
12. Koch, H.: IDber Galoissche Gruppen von p-adischen Zahlk6rpern. Math. Nachr. 29, 77-111 
(1965) 
13. Koch, H.: Galoissche Theorie der p-Erweiterungen. VEB Deutscher Verlag der Wissenschaften. 
Berlin: 1970 
14. Koch, H.: The galois group of a p-closed extension of a local field. Soviet. Math. Dokl. 19, 10- 
13 (1978) 
15. Koch, H.: ()ber Darstellungsriiume und die Struktur der multiplikativen Gruppe eines p- 
adischen Zahlk6rpers. Math. Nachr. 26, 67-100 (1963) 
16. McEvett, A.M.: Forms over Semisimple Algebres with Involution. J. Algebra 12, 105-113 
(1969) 
17. Neukirch, J.: Freie Produkte pro-endlicher Gruppen und ihre Kohomologie. Arch. d. Math. 12, 
337-357 (1971) 
18. Serre, J-P.: Cohomologie galoisienne. Lect. Notes in Math., Vol. 5. Berlin-Heidelberg-New 
York: Springer 1973 
19. Wingberg, K.: Der Eindeutigkeitssatz fiir Demu~kinformationen. I vent. math. 70, 99-113 
(1982) 
OblatumV-1981 & 25-V-1982 
